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Peter BERGER und Giinter TORNER, Duisburg

Zur mentalen Reprisentation von Mathematik-Wissen

1. Gegenstand und theoretische Einordnung. Mit den Ergebnissen der sich
rasant entwickelnden Neurowissenschaften im vergangenen Jahrzehnt — das
der amerikanische Kongress programmatisch zur ,Dekade des Gehirns’ ausge-
rufen hatte — beginnt die Kognitionswissenschaft ,,endlich ,den Code zu kna-
cken’ und zu verstehen, wie das Gehirn arbeitet und wie Geist entsteht”
(Kosslyn & Koenig 1995, Vorwort). Da ein zentrales Anliegen jeder Fach-
didaktik das Beschreiben, Verstehen und Beeinflussen von kognitiven Pro-
zessen ist, sind wir der Uberzeugung, dass theoretische kognitive Forschung
(vgl. Sigel 1999) auch im Rahmen der Mathematikdidaktik die ,neuronale
Dimension’ nicht auler Acht lassen darf. Diesem Ansatz geméll versuchen
wir, die mentalen Reprédsentationen mathematischen Wissens zu verstehen,
indem wir die Strukturen der semantischen Wissensnetze untersuchen, die
Individuen zu einem bestimmten mathematischen Begriff oder Thema haben.

Bestéirkt durch die Ergebnisse einer Vorstudie (Torner 2001), erscheint uns
dazu das Thema Expomnentialfunktion besonders geeignet. Wahrend Confrey
(1991) eher die Mikrostrukturen mentaler Reprédsentationen untersucht, inter-
essieren uns vorwiegend Aspekte ihrer Makrostruktur. Das heiflt insbeson-
dere, dass fiir uns auch die Vernetzung eines begrifflichen Objekts in andere —
mathematische oder auBermathematische — Bereiche relevant ist (vgl. auch die
Ausfiihrungen von Ball & Bass (2000) in einem verwandten Zusammenhang).
Auch auBermathematische Bereiche konnen iiber die spezifischen Erfahrun-
gen, die das Individuum in thnen gemacht hat, seine mentalen Repréisentatio-
nen mathematischer Wissensinhalte beeinflussen. Wegen ihrer vielfdltigen
Anwendungsaspekte — und der damit verbundenen Vernetzung des Themas
innerhalb und auBerhalb der Mathematik — stellen Exponentialfunktionen fiir
uns eine ,ideale Forschungslandschaft’ dar.

Wir gehen von der Grundhypothese aus, dass die in unseren Beobachtungen
erhobenen Daten (Mind Maps und Interviews, s.u.) mehr oder weniger deut-
liche Spuren aktiver mentaler Konstruktionen unserer Forschungssubjekte
enthalten. Wenn Lernen mit Umordnungsprozessen verkniipft ist, so konnen
wir annehmen, dass solchen ,neuen Ordnungen’ eine subjektiv konsistente
Logik zugrunde liegt, die zumindest partiell von diesen Lernprozessen beein-
flusst oder sogar gesteuert wurde. Gemédll unserem Ansatz modellieren wir
mentale Reprédsentationen ndherungsweise als Netzwerke — die Datenerhe-
bung rekonstruiert demgemal die Grundelemente von (gerichteten bzw. unge-
richteten) Graphen: Knoten mit zwischen ithnen Beziehungen herstellenden
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Kanten. Daher bietet sich als Datenstruktur diejenige von Mind Maps an. De-
ren statische, gewissermallen ,zweidimensionale’ Graphenstruktur wollen wir
allerdings um die dynamische ,dritte Dimension’ der Zeit erweitern: Ebenso
aufschlussreich wie die Struktur des Graphen (der Mind Map) erscheint uns
der Prozess seiner (Re-)Produktion im Befragungskontext (beim Zeichnen der
Mind Maps) zu sein. In der Tat legen unsere Untersuchungen nahe, dass ein-
zelne Elemente solcher Mind Maps verschiedenen Hintergrund-Ebenen ange-
horen und erst nach und nach in den Vordergrund, d.h. ins Bewusstsein des
Individuums treten (generischer Aspekt). Dabei ist interessant, ob und gege-
benenfalls welche Muster sich bei diesen Prozessen erkennen lassen.

Wenn wir den Begriff der Exponentialfunktion als die ,konzeptuelle Wurzel’
der Mind Map verstehen, die den individuellen Prozess der Reproduktion ei-
nes komplexen Wissensnetzes initiiert —, dann offenbart die Reihenfolge der
Reproduktionsschritte der verschiedenen ,Knoten’ und ,Kanten’ — so unsere
Hypothese — den Einfluss von aufschlussreichen Prioritédtsregeln. Solche Re-
geln hat bereits Green (1971) im Zusammenhang mit Beliefs postuliert, der
die funktional-generativen Kategorien ,primir versus abgeleitet’ sowie die
Ich-Beteiligungs-Kategorien ,zentral versus peripher’ thematisiert (vgl. dazu
die ausfiihrliche Analyse in Berger 2001, S. 42ff). Unsere Forschungsziele
lassen sich im Kontext des mathematischen Wissens in den folgenden For-
schungsfragen zusammenfassen: Welche Repréisentationen lassen sich beob-
achten? Welche Muster von Représentationen (bzw. von Reproduktionspro-
zessen) lassen sich erkennen? Verwandten Fragen ist der Sammelband von
Sigel (1999) gewidmet, der allerdings nur einen mathematikspezifischen Bei-
trag enthilt (Lesh 1999). Insofern sehen wir hier weiteren Forschungsbedarf.

2. Datenerhebung. Die Datenerhebung integriert zwei korrespondierende
Datenquellen von sechs freiwilligen Testpersonen: Mind Maps und offene
Video-Interviews (45-60 Minuten) zum Thema Exponentialfunktionen. Die
Erhebung fand im Herbst 2001 statt. Die Interviewpartner waren Lehramts-
studentinnen und -studenten der Sekundarstufe II im dritten Ausbildungsjahr;
eine hinreichende Erfahrung mit dem Thema konnte also vorausgesetzt wer-
den. Es wurde ein offener Interviewstil gewéhlt, der sorgfiltig darauf ausge-
richtet war, den Eindruck einer Priifungssituation zu vermeiden. Den Inter-
viewteilnehmern war die Methode des Mind-Mappings vertraut, das Thema
wurde ihnen erst unmittelbar zu Beginn der Befragung mitgeteilt. Nach der
Bekanntgabe hatten sie etwa 10—-15 Minuten Zeit, um (unbeobachtet) eine
spontane Mind Map zu diesem Thema zu erstellen. Anschliefend wurde im
Interview zunichst eingehend die Entstehung der Mind Map erfragt. Die aus-
wertende Analyse erfolgte durch beide Autoren sowohl separat wie auch im
kritischen Diskurs (peer debriefing) auf Basis der Mind Maps, der Videoauf-
zeichnungen sowie detaillierter Transkriptionen der Interviews.
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3. Ergebnisse. Aus Platzgriinden beschrianken wir uns hier auf eine der ge-
nannten Forschungsfragen, ndmlich auf die nach den Muster der Représenta-
tionen, und beschreiben kurz einige wesentliche Ergebnisse unserer Analyse.

(a) Aspekt , Tiir-Offner’. Der Knoten, der in den Mind Maps den Aspekt expo-
nentielles Wachstum kodiert, fungiert als ein ,Tiir-Offner’ zu den Anwen-
dungsgebieten der Exponentialfunktionen. Er hat damit gewissermalen inter-
disziplindre Qualitdt, da iiber ihn lebhafte Verbindungen zu anderen Themen-
bereichen bestehen (so bei Interviewteilnehmer 1 zu Physik und Wirtschatft;
2: Chemie, Wirtschaft; 3: Physik, Geographie, Biologie; 4, 5: Physik).

(b) Aspekt ,Dualismen’. Unsere Befragten reprisentieren Wissensinhalte im
Kontext der Exponentialfunktion auffallend oft in der Form von Dualismen
(Graph/Term, Funktion/Umkehrfunktion, Anwendung/Theorie, anschaulich/
formal, ungefdhr/priazise, Realitit/Schule, Lernen/Vergessen, Wissen/Nach-
schlagen). Auch Dualismen, die eigentlich symmetrisch sind, und deren Sym-
metrie den Befragten auf Nachfrage bekannt ist, werden dennoch durchweg
hierarchisch représentiert. So werden Logarithmusfunktionen als Umkehr-
funktionen von Exponentialfunktionen konzeptualisiert, nicht aber umgekehrt.
Die umgekehrte Richtung wird als ,unnatiirlich’ empfunden; die als ,kompli-
ziert” wahrgenommenen Logarithmusfunktionen werden aus dem ,einfache-
ren’ Konzept der Exponentialfunktion durch Umkehrung rekonstruiert. Auch
die iibrigen Dualismen scheinen als Dichotomien konzeptualisiert zu werden,
die eine inhirente, affektiv geladene Bewertung der Form einfach/schwierig,
wichtig/unwichtig, gut/schlecht oder dhnlich kodieren.

(c) Aspekt ,Huckepack-Ansatz’. In diesem Zusammenhang wirft Sigel (1999)
die Frage auf, ob ,Emotion ein eigenes Reprisentationssystem involviert,
oder ,huckepack’ auf anderen Systemen liegt“. Unsere Beobachtungen stiitzen
den Huckepack-Ansatz. Die Repridsentationen (auch) von Mathematik-Wissen
scheinen durchweg mit emotionalen Farbungen verbunden zu sein.

(d) Aspekt ,Einfliisse von auflen’. Die Mind Maps der Befragten weisen ein
breites Spektrum an inhaltlicher Reichhaltigkeit und struktureller Komplexitét
auf, das in einer gewissen Korrelation mit dem zweiten Studienfach der Be-
fragten steht: Das Spektrum reicht von vielfiltigen Mind Maps (Interview-
partner 2: Chemie; 3, 4: Physik) iiber weniger vielfiltige (5: Physik; 1: Sozi-
alwissenschaft) bis zu ausgesprochen diirftigen (6: Geschichte). Hier zeichnen
sich Wege der konzeptuellen Einflussnahme anderer Facher auf die Reprasen-
tation mathematischen Wissens ab, die noch weiterer Erforschung bediirfen.

(e) Aspekt ,Antididaktische Sachlogik der Mathematikvermittlung’. Charakte-
ristische und konstitutive Eigenschaft der Exponentialfunktion ist es, dass sie
die Differentialgleichung f'= f erfiillt. Es macht nachdenklich, dass in Mind
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Maps wie Interviews gerade Aussagen iiber die Ableitung nachgeordnete Pri-
oritit aufweisen. Wir vermuten, dass dahinter eine ,antididaktische Sachlogik’
der Mathematikvermittlung sichtbar wird, ndmlich erst ein Objekt zu definie-
ren und erst spater Eigenschaften der Ableitung zu thematisieren.

4. Resiimee. In methodischer Hinsicht hat unsere Untersuchung gezeigt, dass
Mind Maps nur dann zutreffende Analysen erlauben, wenn im Rahmen eines
Interviews ihr Produktionsprozess eingehend aufgeklirt wird. Die bloBe Gra-
phenstruktur von Mind Maps ist ohne Nachvollzug der zeitlichen Dimension
ihrer Entstehung im allgemeinen nicht aussagekréftig genug. Die konzeptuelle
Néhe von Items wird oft weniger von ihrer graphischen Nihe auf dem Blatt
abgebildet, als vielmehr von ihrer zeitlichen Ndhe im Assoziationsprozess.
Wihrend sich in der statischen Graphenstruktur im wesentlichen die stored
representation des Wissens widerspiegelt, erlaubt das Interview Einblicke in
die Dynamik des working memory. Unsere Beobachtungen belegen, dass be-
ziehungshaltige und sinnstiftende Vernetzungen im Umfeld unseres Themas
nicht primir durch die klassische Vermittlung (Vorlesung) mathematischer
Inhalte gewihrleistet werden kann. Anscheinend kommt hier den naturwis-
senschaftlichen Fachern (Chemie, Physik) eine spezifische Funktionalitit zu,
die von der Mathematikausbildung leider nicht geleistet wird. Die von uns
beobachteten Effekte anderer Facher auf mathematisches Wissen, ein bislang
wenig thematisierter Aspekt, scheinen ein zwar ambivalentes, jedoch bedeut-
sames Phidnomen beim Aufbau mentaler Repréasentationen mathematischen
Wissens zu sein, dem wir in weiteren Untersuchungen nachgehen wollen.
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Anhang: Mind Maps zu den Interviews 1-6
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